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Resumen

Se presenta el procedimiento matemético para estimar la
incertidumbre en la calibracién de tacémetros épticos. Por
tratarse de un dispositivo de baja jerarquia en mediciones
de tiempo y frecuencia, se utiliza el concepto estadistico
de desviacién estandar para considerar la componente de
incertidumbre por repetibilidad en lugar de la estabilidad.
Se considera una situacion relevante y frecuente en
tacémetros consistente en que la componente por resolucién
es dominante; esto tiene una importante implicacién al
momento de escoger el factor de cobertura para la obtencién
de la incertidumbre expandida ya que no se tienen las
condiciones para satisfacer de forma aproximada el teorema
del limite central.

Palabras clave: Incertidumbre, tacometro, calibracién, teorema del
limite central, metrologia.

Abstract

The mathematical procedure to estimate the uncertainty
of the optical tachometers calibration is presented. The
statistical concept of standard deviation is wused to
consider the repeatability component rather than stability,
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since this instrument is a device of low level on time
and frequency measurements. A relevant and common
situation is considered in which the resolution component is
dominant; this has an important implication in choosing the
coverage factor to obtain the expanded uncertainty because
the conditions to satisfy roughly the central limit theorem
are not hold.
Keywords: Uncertainty, tachometer, calibration, central limit theorem,
metrology.

1. Introduccion

En Colombia hace falta una gran difusiéon y maduracion del tema
de la metrologia, como importante herramienta para el desarrollo
cientifico y técnico. En particular en las magnitudes de Tiempo
y Frecuencia no hay documentos legales ni guias de calibracién
u otros relacionados, que permitan establecer lineamientos y
parametros a seguir por quienes trabajan en laboratorios de
metrologia de la red secundaria o en empresas que de alguna
manera estan interesadas en el tema de Tiempo y Frecuencia.

Este documento hace un estudio acerca de la obtencion de la
incertidumbre en la calibracién de tacémetros. Dada la alta
repetibilidad que estos dispositivos tienen en su lectura, sucede
con frecuencia que esta componente de incertidumbre se hace cero
y la componente por resolucién resulta dominante.

El tema de la dominancia de una componente de incertidumbre es
importante por su relacion con la distribucién de probabilidad de
salida asociada a la incertidumbre combinada. Se trata de un tema
que se obvia con frecuencia, asumiendo de entrada que se cumplen
aproximadamente las condiciones para satisfacer, el teorema del
limite central, lo cual no siempre es cierto. En la seccion 3 se
incluye un breve comentario sobre el tema.

Teniendo en cuenta estos elementos, este articulo tiene también
el propésito de convertirse, al menos desde el punto de vista
matematico, en una guia para la calibracion de tacometros.
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Se presenta en primer lugar el aspecto del montaje experimental
y de la toma de medidas (seccién 2); luego el modelo matematico
en la estimacién de incertidumbre (secciones 3 y 4), que es,
la parte fundamental de este documento; se presentan los
resultados obtenidos (secciéon 5), para cuatro casos que tienen
comportamientos diferentes desde el punto de vista estadistico
lo cual permite hacer un andlisis claro y general (seccién 6).
Finalmente se presentan las conclusiones (seccién 7).

2. Aspecto Experimental

Un tacometro es un instrumento que mide frecuencia de rotacion.
Puede captar la senal del objeto que rota mediante acoples
mecanicos y/o mediante un fotosensor. Los tacémetros de lectura
optica, o foto tacometros, tienen una base de tiempo interna.
La frecuencia generada con el oscilador interno alimenta un
transductor éptico; el transductor 6ptico emite una senal luminica,
la cual incide sobre el objeto que rota y es reflejada; la senal
reflejada se recibe en el tacometro mediante otro transductor éptico
(fotodiodo) y pasa a un sistema de conteo. La lectura es presentada
en una pantalla digital, por lo general, en unidades de revoluciones
por minuto (RPM).

2.1. Método de calibracion

El método de calibracion corresponde a mediciones directas de
frecuencia [1].

La senal generada por un sintetizador de frecuencias es acoplada a
un transductor 6ptico; esta frecuencia es leida por el sistema 6ptico
del tacémetro objeto de calibracion y a la vez es monitoreada en la
salida del sintetizador con la ayuda de un contador de frecuencia
de alta resolucion. El sintetizador y el contador de frecuencia estan
disciplinados al patrén primario del laboratorio (reloj atémico de
Cesio), el cual es trazable al sistema internacional de unidades (SI)
[2, B]. La desviacién fraccional de frecuencia se calcula teniendo en
cuenta las dos lecturas.
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FiGURA 1. Diagrama de conexion para la calibracion de tacometros opticos.

2.2. Adquisicion de datos

— Se selecciona el valor patrén de salida en unidades de Hertz (Hz)
en el sintetizador de frecuencias.
— El diodo emisor de luz (light—emitting diode — LED), que
corresponde al moédulo transductor Optico, se enfoca hacia la
ventana de recepcién del tacémetro bajo calibracion, hasta que
se produzca la lectura en el mismo, en revoluciones por minuto
(RPM).
— La relacién entre la frecuencia patrén (Hz) y la frecuencia bajo
calibracién (RPM) es [4]:

1 Hz = 1 revolucién por segundo = 60 RPM
— Una senal de monitoreo de que el tacémetro estd leyendo
corresponde a la activacion de la senal de disparo dentro de su
indicador digital.
— Se registran la cantidad de lecturas para cada valor de frecuencia,
apagando y prendiendo el tacometro entre una y otra medicion.
Normalmente son diez (10) lecturas.

2.3. Alcance de medicion

— Los datos usados como referencia corresponden a datos de
calibraciones de tacémetros con sistema de lectura optico.

— Las mediciones fueron efectuadas para el intervalo de medicién
comprendido desde 6 RPM a 99 999 RPM.
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3. Acerca del teorema del limite central en el campo de
la metrologia

La importancia del teorema del limite central en metrologia, radica
en la suposicion frecuente de que sus condiciones se cumplen
de forma aproximada y de que por lo tanto la distribucién de
probabilidad de la variable de salida es aproximadamente normal.
Esto reduce el procedimiento a suponer que el factor de cobertura
para la obtencién de la incertidumbre expandida es igual a 2. La
palabra “aproximadamente” es muy importante en este contexto;
una distribucion de probabilidad completamente normal solo se
tiene si el numero de variables de entrada es infinito. Una discusiéon
mas detallada de esto, puede encontrarse en el anexo G de la
referencia [5].

En si, este documento se centra en analizar los casos en que
la distribucién de salida es aproximadamente rectangular y
aproximadamente normal. Se presentan los resultados (ver seccién
5) con 4 juegos de datos experimentales; en ninguno de estos casos
el factor de cobertura es exactamente 2.

4. Estimacion de la incertidumbre

En primer lugar, se muestra la obtencion de la incertidumbre
combinada y luego el andlisis de componente dominante de
incertidumbre (fundamental en este trabajo). De este andlisis se
desprenden dos posibilidades: que la distribucion de salida sea
aproximadamente normal o que sea aproximadamente rectangular;
se muestra en cada caso la manera de obtener el factor de cobertura,
para llegar a la incertidumbre expandida.

La figura [2|ilustra el proceso de estimacion de incertidumbre en su
totalidad.

4.1. Incertidumbre combinada

El modelo matematico corresponde a la desviacién fraccional de
frecuencia. Se tiene:
ﬁ — f m f n

7 T (1)
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FiGUurA 2. Diagrama del proceso de estimacion de incertidumbre en la
calibracion de tacometros opticos.

Donde:

fm = Frecuencia medida. Es el valor de frecuencia medido por el
tacémetro.

fn = Frecuencia nominal. Es el valor de frecuencia generado por el
patron.

Entonces se tienen los siguientes coeficientes de sensibilidad:

_ 0 (Afy_ 1
= om\ 7)) T @)
0 (AN

Cp = = =—-—= (3)

Ofu \ f I
Las componentes de incertidumbre son, repetibilidad, resolucién del
instrumento bajo prueba y la componente del certificado del patron.

Componente de repetibilidad:

S

e = (4)

Donde:
s = Desviacién estandar muestral de los datos medidos.
n = Numero de datos (normalmente 10).

Componente de resolucion del instrumento:

resol

Uresol = —F7—=
' V12
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Donde:
resol = Resolucién del tacémetro (por ejemplo 0.1 RPM).

Componente del certificado del patron:

UcertiP = % (6)
patrén

Donde:

Upatrén = Incertidumbre expandida reportada por el certificado del
instrumento patrén.

Kpatrén = Factor de cobertura reportado por el certificado del
instrumento patrén. Incertidumbre expandida.

Dadas las expresiones [ a[6] se tiene la siguiente expresién para la
incertidumbre combinada:

Ue = \/(Cmurepe>2 + (Cmuresol)2 + (CnucertiP>2 (7)

Notese que las componentes de repetibilidad y resolucién, estan
asociadas al instrumento bajo prueba (tacémetro) y por esto les
corresponde el coeficiente c¢,,, mientras que a la componente del
certificado le corresponde el coeficiente c,.

4.2. Andalisis de dominancia

El proposito de esta seccion es estudiar y comprender como es
la distribuciéon de salida en la estimacién de incertidumbre o
en otras palabras, la distribuciéon de probabilidad asociada a la
incertidumbre combinada. Este andlisis es importante porque
de ello depende la determinacion del factor k£ de cobertura que
permitira obtener la incertidumbre expandida.

Como se comento en la seccion 3 se podria decir que la distribucion
de salida es aproximadamente normal. Sin embargo es importante
establecer algtin control de tipo numérico que determine un limite
respecto de cuanto se va a aceptar dicha presuncion y cuando no.



Estimacion de incertidumbre en la calibracion de tacometros opticos 75

Lo primero que se tendria que tener en cuenta es el conocimiento
de cémo son las distribuciones de probabilidad de entrada.
La componente de repetibilidad es de tipo mnormal; esto es
evidente dado que la componente da razén de la dispersion de
los datos y por ello utiliza la desviacién estdandar (ver ecuacién
. La componente de resolucién se asume habitualmente como
rectangular por suponer simplemente que los datos se dispersan con
igual probabilidad en el intervalo determinado por la resolucién del
instrumento; se puede decir que esta componente de incertidumbre,
es debida al indicador del instrumento; el valor V12 (ver ecuacién
5) estd asociado a la distribucién rectangular. Finalmente, la
componente de incertidumbre asociada al patron, puede resultar
un poco ambigua. Si en el certificado de calibracién aparece el
valor k£ = 2 como factor de cobertura, se puede presuponer que la
distribucion es normal. Por otra parte se acostumbra con frecuencia
suponer que la distribucion asociada a una incertidumbre tomada
de algiin documento es rectangular, especialmente cuando no hay
mayor conocimiento de la misma. Dadas las caracteristicas del
patrén utilizado en el desarrollo de este trabajo (ver seccién 2),
el factor de cobertura es por lo general 2. Se supone entonces que
la distribuciéon es normal. De cualquier manera, es de esperarse
que la componente de incertidumbre del patrén, sea pequena con
respecto a las demas y aporte poco a la incertidumbre combinada.
Entonces su distribucién asociada no resulta tan relevante.

Una vez se tienen definidas las distribuciones de probabilidad de
entrada, lo siguiente es comprender el concepto de dominancia. Es
claro que de las tres componentes de incertidumbre, una hara un
mayor aporte (mayor producto c;u;) a la incertidumbre combinada.
Esto no significa sin embargo que dicha componente sea dominante,
la dominancia significa que la componente aporta a la incertidumbre
combinada en una medida tal, que incluso impone su propia
distribucion de probabilidad. Para fines de este trabajo, se propone
el siguiente criterio matematico para determinar si una componente
de incertidumbre es dominante:

N
\/Zz’;éméx(ciui)Q

(cu) max

<0,3 (8)
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Este criterio es tomado de la referencia [6]. Una vez determinada
la componente de incertidumbre que hace un mayor aporte, se
puede decir que es la “candidata a dominante” y que esto se va a
determinar mediante la ecuacién [§] En esta expresion se coloca el
mayor producto cu en el denominador y la demas componentes,
dentro de la sumatoria del radical en el numerador. Si se cumple
la desigualdad, entonces la componente “candidata” es dominante.

De todas formas, dadas las expresiones [2| y |3| notese que si f, y
fm son similares, también lo son los coeficientes de sensibilidad.
Entonces en la calibracion de tacémetros la componente de
incertidumbre candidata a dominante, se puede determinar
directamente por el valor de u; ; esta situacion es frecuente en la
magnitud de tiempo y frecuencia.

Respecto de la dominancia pueden presentarse 3 posibles
situaciones:

a) Que no exista ninguna componente dominante de incertidumbre.
b) Que la distribucién dominante sea normal.
¢) Que la distribucién dominante sea rectangular.

Teniendo en cuenta el teorema del limite central, se puede decir que
en las situaciones a) y b) la distribucién de salida es normal mientras
que en la situacion c¢) la distribucién de salida es rectangular; este es
el caso excepcional pero se da con cierta frecuencia en la calibracién
de tacometros cuando la componente por resolucién es dominante.

4.3. Obtencién de k, si la distribucion de salida es
aproximadamente normal

Esta situacion se modela mateméticamente mediante el uso de la
distribucion de probabilidad ¢ de Student. Esta distribucién es una
aproximacién de la normal, para el caso en que se tienen pocos
datos; en la medida en que se tienen muchos datos, la distribucion
t de Student tiende a la normal, siendo igual cuando el nimero de
datos tiende a infinito. Desde el punto de vista matematico, esto
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se modela mediante el nimero de grados de libertad asociado a la
distribucion t.

Una vez obtenida la incertidumbre combinada (ecuacién [7)) se
procede a calcular el nimero de grados efectivos de libertad segin
la ecuacién de Welch-Satterwaite [5]:

Vefec = —Ciui)4 (9)

Donde:
v; = Grados de libertad de la componente ¢ de incertidumbre.

Para el caso de la componente de repetibilidad el nimero de grados
de libertad es n — 1.
Vpepe =N — 1 (10)

Para el caso de la componente por resoluciéon se tiene una
distribucién rectangular. En ocasiones se toman infinitos grados
de libertad para estas distribuciones, ya que este seria el valor si la
distribucion es perfecta y todos los posibles valores de la variable
caen dentro del intervalo dado por la misma. Sin embargo, la GUM
[5] sugiere un criterio mas realista para estimar este valor, pues
tomar infinito, es una idealizacién un poco extrema. El criterio
esta dado por la siguiente expresion:

1 [Au(xi)] -

Vit u(z;)

(11)

El Au es el intervalo de variacion de la incertidumbre. Se puede
decir que es como la “incertidumbre de la incertidumbre”. Entonces
la expresion dentro del paréntesis esta dada en forma relativa.
Se puede decir que se trata del nivel de duda respecto del valor
de la incertidumbre y su distribucion. Asi por ejemplo si el nivel
de seguridad sobre esta informacion es del 95 %, el nivel de duda
serd del 5% = 0.05; al reemplazar este valor en la expresién [11] se
obtiene 200. Este es el criterio que se toma en este trabajo.



78 Liz C. Herndandez, Nelson Bahamon

Por otra parte para la componente del patrén, el valor £ = 2 sugiere
infinitos grados de libertad. Sin embargo, se trata de informacién
que no es clara. Cuando se toman datos de incertidumbre de un
documento que no especifica el nimero de grados de libertad, es
valido también seguir el criterio dado por la expresion |11}

Se tiene: Vyesol = Ucertip = 200 (12)

Nota: En general se sugiere no tomar infinitos grados de libertad,
pero es totalmente valido tomar un numero mayor para la
componente del patron. Nétese por ejemplo que un nivel de duda
del 1% en la expresién da un resultado de 5000 grados de
libertad.

Una vez obtenidos los grados efectivos de libertad mediante la
expresion [9] se utiliza una tabla o un paquete de software para
invertir la funciéon ¢ de Student y obtener el valor del factor k
de cobertura. Finalmente se obtiene el valor de la incertidumbre
expandida mediante la expresién:

U=k xu, (13)

4.4. Obtencion de k, si la distribucion de salida es
aproximadamente rectangular

Como ya se explicd, este caso se da cuando la componente por
resolucién es dominante. Esto sucede frecuentemente cuando la
componente por repetibilidad es cero. En este caso el factor de
cobertura es simplemente el asociado a la distribucién rectangular
dominante. Para una probabilidad de cobertura del 95 % esta dado
por [5]:

k=1,65 (14)

Luego se reemplaza en la expresion [13]

5. Resultados

Se tomaron 4 puntos diferentes para 3 tacémetros como se muestra
en la tabla 1| y se obtuvieron las medidas para dichos puntos, ver
tabla 21
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Punto | Punto Tacémetro Resolucion
(Hz) | (RPM) en el punto
1 60 Sinometer DT2236B 0.01 RPM
5 300 Lutron DT-2236 0.1 RPM
250 15000 Madison AHT-3 1 RPM
1650 99000 Madison AHT-3 1 RPM
TABLA 1. Tacdmetros utilizados.
o [ 2 [ s [ o] s e 7] s[5 v [ o8]
60.00 60.00 60.00 60.00 60.00 60.00 60.00 60.00 60.00 60.00 60.00
300.1 300.2 299.9 299.9 300.0 299.9 300.0 300.1 300.2 300.1 300.04
15001 15001 15001 15001 15001 15001 15001 14998 15001 15001 15000.70
99011 99020 99001 98962 99011 98991 98991 99011 99011 99011 99002.00

TABLA 2. Medidas tomadas con el tacémetro bajo prueba.

Se obtuvieron los siguientes resultados para la incertidumbre
combinada (Tabla [3):

’ fn ‘ fm ‘ Cm ‘ Cn ‘ Urepe ‘ Uresol ‘ UcertiP H Ue ‘
(RPM) (RPM) (1/RPM) (1/RPM) (RPM) (RPM) (RPM) (Hz/Hz)
60 60.00 0.0167 -0.0167 0.000 0.00289 0.00000135 0.0000481
300 300.04 0.00333 -0.00333 0.0371 0.0289 0.00000675 0.000157
15000 15000.70 0.0000667 -0.0000667 0.300 0.289 0.000338 0.0000278
99000 99002.00 0.0000101 -0.0000101 5.35 0.289 0.00223 0.0000541

TABLA 3. Incertidumbre combinada y componentes de incertidumbre.

Notese que la incertidumbre combinada es realmente adimensional.
Se acostumbra sin embargo, utilizar la expresién Hz/Hz.

Al hacer el analisis de dominancia se obtienen los valores mostrados
en la tabla [

Como ya se ha mencionado, generalmente la componente por
resolucion es dominante cuando la componente por repetibilidad
es cero; notese que este es el caso del primer resultado de la tabla
anterior. El siguiente paso es obtener el valor de k (Tabla [5).

Se ha dejado indicado el valor que se obtendria para el punto
de 60 RPM si se presupusiera una distribucién de salida
aproximadamente normal. Sin embargo (ver seccién 3.4) el factor
correcto es 1.65. Como resultado final de la calibracion se tienen los
valores mostrados en la tabla [6l
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’ fn ‘ fm ‘ Cm Cn Urepe resol ‘ Ucerti P H .Componente
(RPM) | (RPM) | (1/RPM) | (1/RPM) | (RPM) | (RPM) (RPM) dominante?
60 60.00 0.0167 -0.0167 0.000 0.00289 0.00000135 Resolucién
300 300.04 0.00333 -0.00333 0.0371 0.0289 0.00000675 Ninguna
15000 15000.70 0.0000667 -0.0000667 0.300 0.289 0.000338 Ninguna
99000 99002.00 0.0000101 -0.0000101 5.35 0.289 0.00223 Repetibilidad

TABLA 4. Andlisis de componente dominante de incertidumbre.

’ fn (RPM) ‘ Urepe ‘ Uresol ‘ UVcertiP ‘ Vefe H k ‘
60 9 200 200 | 200 || 264+
300 9 200 200 23 || 2.12

15000 9 200 200 32 | 2.08

99000 9 200 200 9 2.32

TABLA 5. Obtencién del factor k£ de cobertura.

Es importante hacer una aclaracién con respecto al tema de la
diferencia de unidades en las tablas [3] y [6l Como puede verse
en el desarrollo de la seccién 4 los resultados finales, es decir la
desviacién fraccional de frecuencia y su respectiva incertidumbre
expandida (ecuaciones [1] y son adimensionales (estdn en
Hz/Hz). Son estos los resultados que se presentan cuando se trata
de instrumentos de alta jerarquia. En este caso por tratarse de
tacometros, es mejor pasar los resultados a unidades de RPM.
Para ello se multiplica la desviacién fraccional de frecuencia por la
frecuencia nominal y la incertidumbre expandida por la frecuencia
medida.

Por otra parte, también es bueno aclarar, que los resultados de la
tabla[6] se presentan siguiendo el criterio de la GUM [5] de utilizar
maximo 2 cifras significativas en la expresiéon de la incertidumbre.

Factor de | Incertidumbre
fm (RPM) | fn (RPM) | Error (RPM) | cobertura expandida
k U (RMP)
60.00 60.000 0.000 1.65 0.005
300.0 300.0 0.0 2.12 0.1
15001 15000.0 0.7 2.08 0.9
99002 99000 2 2.32 13

TABLA 6. Resultados de la calibracion.
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6. Analisis de resultados

Se ha explicado el paso a paso en la estimacion de la incertidumbre
para la calibracién de tacometros 6pticos.

Los ejemplos desarrollados muestran con claridad como el factor
de cobertura en la obtencién de la incertidumbre expandida no
siempre es 2. Si bien el Teorema del Limite Central es de gran
importancia en estadistica y en sus aplicaciones en metrologia,
no se debe asumir siempre que la distribucién de salida es
aproximadamente normal. En el caso de tacémetros (como ya se
ha dicho en este documento) es comin que la componente de
incertidumbre por repetibilidad sea cero y que la resolucién resulte
dominante. Esta situacion se presenta con alguna frecuencia en
otros dispositivos de medicion de tipo digital y debe ser tenida en
cuenta.

Por otra parte, nétese la importancia del concepto de grados de
libertad en el andlisis, ya que algunos valores del factor k de
cobertura pueden ser significativamente mayores a 2.

7. Conclusiones

La compresion del Teorema del Limite Central y el estudio de
la forma de la distribucién de probabilidad de la funcion de
salida, resulta fundamental para una correcta estimaciéon de la
incertidumbre.
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